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研究論文

地震による家屋の損壊と家計の最適消費投資計画
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2007年 2月16日受理

概要

家屋の保有とその損壊可能性を考慮し，家計の消費と投資に関する最適計画問題を扱った.投

資の対象はリスクのある証券と預金および証券市場と相闘を持ち損壊可能性のある耐久消費財

(家屋)である.一方，消費の対象は家屋および非耐久消費財である.家屋の売買に取引コストが

無い場合について解析解を導出した結果，地震リスクの存在は家屋のサイズを上昇させることが

分かった.資産が盟損するリスクを回避する行動よりも家屋から得られる効用の最大化が優先さ

れた結果である.また，耐震強度の低い家屋を保有する場合，最適戦略が存在しない場合がある

ことを数値的に示した.

キーワード:フィナンシャルプランニング，持ち家，自然災害リスク.

1 はじめに

個人の消費と資産ポートフオリオの動的な最適選択問題は.Merton (1969， 1971， 1973)により定式化され，

その後，様々な研究が発表された.消費と資産選択における環境をより現実に近づける試みである.拡張さ

れた点は，例えば金利の不確実性やインフレーションの可能性を考慮すること，労働所得の変化や生活水準

の制約および取引コストを勘案すること，さらには耐久消費財の導入である.これらの先行研究については

Campbell and Viceira (2002)においてサーベイされている.本研究では，耐久消費財すなわち家屋に着目し，

新たにその損壊可能性を考慮する.

耐久消費財は，蓄えることができ消費者に対して保有している聞は連続的に効用を与える.また資産の一部

となる点も特徴である.一方，非耐久消費財は，蓄えることができず消費者に対して一時的な効用を与える.

消費すると消滅するため資産にはならない.

Hindy and Huang (1993)は，一度買ったら売ることのできない耐久消費財をモデル化した.Detemple and 

Giannikos (1996)は，非耐久財と耐久財の二つが存在し，耐久財の購入とそれにより得られるサービスの両

方から効用が得られるモデルを構築した.また.Cuoco and Liu (2000)は分割可能な耐久消費財を想定した

投資消費問題を扱った.取引コストは価格変化に比例するとしており，耐久消費財として家具や被服などを

想定している.明示的に持ち家の保有をモデ、ル化した研究に.Cocco (2004)， Cauley， Pavlov and Schwarts 

(2005)がある.持ち家は現金化できず，資産運用の制約とした.また.Grossman and Laroque (1990)は，

消費効用の対象を分割不可能な耐久消費財とし，取引コストは価格水準に比例するとした.耐久消費財は減耗

し，家屋など不動産を想定している.さらに.Damgaard， Fuglsbjerg and Munk (2003)はGrossmanand 
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Laroque (1990)を拡張し，消費対象として非耐久消費財も含めた.本研究では.Damgaard， Fuglsbjerg and 

Munk (2003)における耐久消費財に損壊可能性を導入し，地震危険の下での消費投資計画モデルを提示する.

我が国の家計における資産の大部分は持ち家であることが多い.この持ち家は資産であるとともに家計に大

きな効用を与える耐久消費財である.また，我が国の一部の地域では大地震の危険が相当に高まっており，さ

らには建物の耐震基準に関して社会的関心が高くなってきている.本研究のねらいは耐久消費財として，地震

により損壊する可能性のある持ち家主E想定し，地震の危険が資産選択問題へ与える影響について調べることで

ある.

地震危険の重要性については，一般向けに書かれた島崎ほか (2001)が分かりやすい.日本周辺はユーラシ

アプレートおよび北米プレート，さらには太平洋プレートとフィリピン海プレートが密集する世界でも稀有な

地域であり，これが我が固における地震発生頻度を高めていることが分かる.また，各自治体は独自に大地震

が起きた場合における被害想定を定期的に調査している.たとえば.i首都直下地震による東京の被害想定報

告書吐」によれば，東京湾北部にマグニチュード 6.9の地震が冬の夕方6時(風速6m/秒)に発生した場合，

ゆれによる建物の倒壊は約6万件，地震火災による被害は約 18万件と報告している.この調査は，地盤や建

物の密集状態を反映しており，市・区別に人的被害も含め詳細に報告している.

地震調査研究推進本部 (2001)あるいは柴田 (2005)によると，地震発生の確率モデルは再生過程を用いる方

法が一般的である.地震が発生すると，確率空間はリセットされ，次の地震発生時まで地震発生の確率は高

まっていく.このとき地震発生間隔については，対数正規分布やガンマ分布，ワイブル分布，二重指数分布な

どが想定される.また，でたらめに発生する地震についてはポアソン過程を用いる場合もある.本研究では，

地震危険自体の影響を解析的に調べることを目的とし，地震の発生をポアソン過程によりモデル化する.これ

により，耐久消費財保有量にジャンプがある場合について.Merton (1969， 1971， 1973)の問題を拡張した解

析解の導出に成功した.

以下では第2節においてモデルと解析解を提示し，第3節では得られた解析解を用いて地震危険が家計の消

費と投資に与える影響を分析する.最後に第4節において結論を述べる.

2 モデル

2.1 設定

無リスク金利Tを一定とし，唯一のリスク証券は

dS(t) 
一一 =μdt+σs向 (t)，t三O
S(t) 

に従い，耐久消費財の単位価格は，式

dP(t) 
一一一=μpdt+σP1d'ωl(t)+σP2dw2(t)， tさO
P(t) 

に従うとする.ここでω1(t)とω2(t)は独立で同ーの分布に従う標準ブラウン運動過程である.ただし

σZ=σZ1+σZ2 

(1) 

(2) 

とする.また，耐久消費財の保有額面(保有量)K(t)は率6で減耗し，地震によって割合tが損壊すると仮
定する.地震はω1(t)，ω2(t)とは独立な強度入のポアソン過程N(t)により発生する.このとき耐久財の保有

量は
dK(t) 
一一一=(-d+λl)dt-ldN(t)， t ~ 0 
(t) 

事1東京都総合防災部http://www.bousai.metro.tokyo.jp/17chousa/higaisouteij18051honpen. pdf 
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に従う.またμ，σS，μP，σP1，σP2，d， i，入は時聞に依存しない定数とする.さらに耐久消費財の売り持ちは

できないと仮定する.

いま，無リスク資産の保有総額をOo(t)，リスク資産の保有総額をO(t)とすると投資家の富は

X(t) = 8o(t) + O(t) + K(t)P(t)， t三0 (4) 

により表される.ここで，耐久消費財の売買には取引コストがかからず，さらには無限に分割可能であると仮

定すると，毎期C(t)> 0を消費する投資家の資産制約は次のようになる*2

dX(t) = (い付Tベ引例(伏何X川(t山附
+べ巾(や8(加 +K附(t)P即P(t)例伸伽tの伽加)片σ句P伊 1バ(功+ば州K引(tの収帆)伊川問P町即(t加 2d伽向ω叫叫2(山州(tωtの)ト一t伊P即附(t例tの収)K町(t刺tト吋吋一→)d仰N附附(tωt吋)，t ~ω主討O. (伊例5司) 

また，地震発生後に投資家が破産しないことを条件とすると，地震発生時刻をηとして

X(η) =X(η一)-iP(η-)K(η-) > 0， t三0 (6) 

が必要である.式 (6)およびC(t)> 0， K(t) > 0を満たす戦略St= (8(t)，K(t)，C(t))を許容可能と呼び，

x = X(O)， k = K(O)， p = P(O)が与えられたときの許容可能な戦略の集合をA(x，k，p)と書くことにする.

2.2 解析解

非耐久消費財の瞬間的な消費率を Cとし，耐久消費財の保有額面をkとするときの投資家の効用関数を

山)=市(Csk1ーβ)1ー¥ 0<βく山γく 1

とする.また，投資家は，時間選好をpとして基準

JS(x，p) = E [1=∞〉附仰日
を，戦略S={s品t:ゴt>O叫}に関して最大化させるとする.ただしSεAとする.このとき投資家の価値関数は

V(x，p) = sup JS(x，p) 
SEA， t>o 

のように定義できる.すると，ダイナミックプログラミングの原理から価値関数は式

(7) 

V(x，p) = sup E 11 e-ptU(C(t)， K(t))dt + e-P'1V(X(η)，P(η)) 1 (8) 
SEA， t>O LJo J 

を満たす.したがって価値関数が満たすべきハミルトン・ヤコピ・ベルマン (HJB)方程式は

/¥θv  
pV(x，p) = sup~ ァー(c匂1ーβ?-1'+ (r(x -pk) + 8(μ-r) + (μP -d)均一c)て (x，p)

SEA l.1一γ 、 /UJ; 
/¥θ，2V θv 

+~(82σ~+均2a~+ 20σsσP1kp)ττ(x，p) +μPPて (x，p)
:l¥ -/ox~'-o匂

1 白内θ2V， 1. ¥θ2V 
+Eσ手p瓦石~(x， p)+ ¥8句 σP1+σ手kp)pax8p (x，p) 

/ θV¥1  
+入(V(x-ikp，p) -V(x，p) +均一(x， p))~ (9) ¥θ'x ，-u'/  ) r 

となる*3

ここで2つの仮定を与えておく.仮定 1はHJB方程式 (9)を解く上で必要な条件を与え，仮定 2はHJB

方程式 (9)を満たす関数V(x，p)が問題 (7)の解となるための十分条件を与える.

ホ2導出過程は付録 A.l参照

時導出過程は付録 A.2参照
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仮定 1αkの関数FA(αk)を

九(ル

とするとき，方程式

FA(αk)十Ao+A1αk +A2α%=0 

は0<αk< 1/R.を満たす解を持つ.ただし，パラメータ Ao，Al，A2を

Ao = 十 172 (T 一-(1ο1 一伽 + i七ド(ο1一4βm仰)ド川(ト1ト一イβm削)(川(ο1一叶γ竹悦)]ドσ
+4去五(トμ十一 T一(1-γ)(1一s)σm)2
“， v8 
←(1ー γ)仇+占 (rー μp+8+(μ-r)ヂ)

，¥ 0"8 / 

b 一(~一，と.:rÎσ2
z ¥1-βT -2-) up2 

のように定義する*4

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

後にαkは耐久財の最適保有量を決定する定数となる.すなわち αk7，r与える方程式に解が存在することを

仮定した.また 1<αk < 1/R.は地震発生後に投資家が破産しないための制約である.解が存在しない場合，
本節で示す定理 1は機能しない.この点については次節で検討する.

仮定 2

Ao<-i(1一怖αi

との仮定は Damgaard，Fuglsbjerg and Munk (2003)における横断条件である.すなわち地震リスクが存

在しない場合における解の十分条件である.

仮定 1および仮定 2の下では価値関数 (7)および最適戦略は次のように与えられる.

定理 1証券および耐久消費財に関して摩擦のない市場が存在するものとする.とのとき仮定 1および仮定 2

の下で投資家の価値関数は

V(z，p)=-LαvP一(1ーβ)(1一九円
1-γ 

により与えられる.また最適戦略は

。(t)=αoX(t)， K(t) =αkX(t)/ P(t)， C(t) =αcX(t) 
となる.ただい定数αkは方程式 (10)の解で，定数αv，(}c，α8は

αv=αcβ(1--y)-1αk(βー1)(-y-1)β

αc = -sAoーシ(1一件A+Fc(αk)
α。=らど+伊ー (αk+β-1)γ-1)竿
'ru8 、 /，08 

により与えられ， αv> 0，αc>Oが満たされる.ただし

とする.

、sR.Q
Fc(αk) =ーーと{(1-R.αk)--Y -I} 

1-β 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

叫本論文におけるAo，Al，A2の定義はDamgaard，Fi.JgJsbjerg and Munk (2凹3)p.216と全く同一である.すなわち式 (10)に
おける地震の影響は関数FA(Qk)に集約される.
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証明:付録参照

最適な戦略は.Merton(1969)の拡張として表された.すなわち，投資家は資産の一定割合を消費しながら，

資産の一定割合を耐久消費財へ，同様に一定割合を危険資産へ投資することが最適となる.また，得られた

結果は入 =0あるいは I!=Oとすると.FA(αk) = Fc(αk) = 0となり Damgaard，Fuglsbjerg and Munk 
(2003)における定理3.1と一致する.

3 地震リスクが家計ヘ及ぼす影響

3.1 解析的結果

定理 1から地震リスクの下での家屋のサイズについて次のような命題を得る.

命題 1地震リスクは，最適戦略が存在する限りにおいて，持ち家の最適サイズを上昇させる.

証明:仮定 2の下ではAo< 0である.よってA2>0に注意すると2次方程式

Ao+Alαk+ A2α~=o (19) 

は正の解を持つ.この根は Damgaard，Fuglsbjerg and Munk (2003)と同様に地震危険の無い場合の家屋の

最適サイズを与える.一方，付録 B.2において 0<αk< 1/1!のときFA(αk)< 0を示した.したがって仮
定 1の下で，すなわち方程式 (10)がOく αk< 1/1!なる解を持つことを条件とすると，その解は式 (19)の根
よりも大きくなり，結局，地震危険の下では αkは上昇する.口

耐久消費財は資産である一方でまた消費財でもある.Merむon(1969)における証券の価格過程にジャンプ項

が追加された場合の最適戦略について，例えば Oksendaland Sulem (2005)は，ジャンプ項が加わることに

より保有証券の最適サイズは減少するととを示した.当然のリスク回避行動である.これに対して命題 1は，

耐久消費財にジャンプ項が追加されると，投資家は価格変動のリスク回避よりも消費効用の減少を回避する行

動を取ることを示す.

さて，リスク証券への投資量的は，式 (18)によると第1項がMerton(1969)の示した平均分散ポートフォ

リオであり第2項が耐久消費財とリスク証券との相聞に起因するリスクヘッジである.仮に証券価格と耐久消

費財価格が正に相関する場合(σPl> 0).耐久消費財の保有量が増加すると，証券の保有量は減少する.した

がって命題 1から，地震危険下における家計のアセットアロケーシヨンについて次の系を得る.

系 1証券価格と耐久消費財価格が正に相関する場合，地震リスクは危険証券の最適保有量を減らす.

地震危険下では，家屋の保有量は増加しリスク証券の保有量は減少する乙とが分かつた.次節では解析的結

果の数量的な確認も含めて，消費および価値関数への影響に関する数値例老示す.

3.2 数値例

まず，地震強度の影響を見る.島崎ほか (2001)によると，例えば関東大震災であれば，地震の周期は200年

程度である.また，その大地震が発生する 70年前-90年前には首都圏直下の震度6クラスの地震が起き易く

なるらしい.一方，阪神・淡路大震災をもたらした活断層の活動を原因とする地震の周期は不確定ながら 2000

年とも 3000年と推定されている.このような状況を念頭に地震強度を表すパラメータ入の設定を行なった.

基本的なパラメータ設定は次の通りである.

r = 0.02， μ=0.04，μP = 0.02， d = 0.03， σs = 0.20， σPl = 0.07， 
σP2 = 0.07， p = 0.03， γ=0.8， β= 0.1，入=1/300， I! = 0ふ

(20) 
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表 1には，地震強度入を変化させたときの (1)家屋保有比率的.(2)証券保有比率的.(3)消費比率 αc.

(4)価値関数における定数向の変化を示した.前節で示した通り，地震危険の高まりは家屋の保有量すなわち

サイズを上昇させ，リスク証券の保有量を減少させる.また，この例では，非耐久消費財の消費量は増し，投

資家の価値関数は減少する.さらに，活断層タイプの地震危険(入=1/3000)では，保有家屋のサイズ変化は

ごくわずかであり，家計への影響は限定的であることが分かる.

表1 地震強度の影響

αk 

αe 

1/50 

0.888081 

0.235422 

0.00408155 

21.4839 
αc 

αU 

次に，耐久消費財から得られる効用に対する重みを決定するパラメータ βの影響を見る(表 2).βが大きく

なると，耐久消費財から得られる効用が相対的に大きくなり，最適な保有サイズは小さくなる.このとき，非

耐久消費財の消費量は増える.また，耐久消費財価格と証券価格の相闘を正に設定しであるので，リスク証券

の売りによる耐久消費財のリスクヘッジ量が減り，リスク証券への配分は増える.耐久消費財の最適戦略は β

の影響を大きく受けるため，実務的にはβを適切に設定する必要がある.例えば Dunnand Singleton (1986) 

は，米国における βを実証的に推定している.

最後に，リスク回避度の影響を見る(表 3).γを大きくし，投資家をよりリスク回避的とすると耐久消費財

およびリスク証券への配分は減る.β，γの影響は常識的な結果である.

3.3 最適戦略の存在可能性

仮定 1について考察する.本論文では耐久消費財保有量的を与える方程式 (10)が解を持つための条件を

示していない.その条件は，仮に得られた.としてもパラメータが多いことが原因で，解釈が難しく実用性に欠

けるであろう.以下では，方程式 (10)に解が存在するか否かが，損壊率Eと地震強度入の影響を強く受ける

ことを数値的に示す.

方程式 (10)のうち.2次方程式部分 (Ao+ A1αk + A2a~) は，仮定 2 の下では必ず正の根を持つ.例えば

パラメータ設定を式 (20)とすると，図 1(左側)のように描かれる.一方，それ以外の部分FA(αk)は図 1(右

表2 効用関数パラメータ βの彫響

F 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 

αk 0.769735 0.596173 0.42403 0.253187 0.0839021 

α。 0.276843 0.35509 0.432839 0.510134 0.586884 
αc 0.00349796 0.010226 0.0166017 0.0226185 0.0282617 

表3 リスク回避度γの影響
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側)のようになる.付録 B.2において示したように 0<αk< 1/f.ではFA(αk)< 0である.特徴的な点は
αk = 1/f.で一∞に発散することである.このことが原因で方程式 (10)は解を持たない場合がある.例えば，
損壊率tが大きい場合である.図 2には設定 (20)のうち，f.のみを変化させた方程式 (10)左辺を描いた.損

壊率Eが大きくなると，関数FA(αk)の影響が強く，方程式 (10)は解を持たない.これは，損壊率の高い家屋
を保有する場合，最適な戦略を見つけるのは困難であることを示す.とこまでの手法は， Merton (1969)以降

に培われてきた常等手段を用いており，また他の方法で問題 (7)を解く方法が開発されていないことから，事

実上，最適戦略を探す事は不可能と考えてよい.この制約は，地震強度が高まるとさらに厳しくなる.図3に

は，入=1/50の場合について，方程式 (10)左辺を描いた.以上の検討から，投資家がもし損壊率の高い住居

を保有している場合，破産制約を満たす戦略を立てることができない場合があることが分かった.

0.01 
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-0.02 

-0.03 

-O.02~ 

0.06 
0.25 0.5 0.75 1. 

-0.05 
0.04 

-0.1 

-0.15 

-0.2 

-0.25 
-0.02 

-0.3 

関数Ao+ A10<k + A2α1 関数 FA(日k)

図1 方程式 (10)の形状

(注)耐久消費財に損媛可能性の無い場合， Ao + AIO<k + A2 0<~ = 0の解が耐久消費財の保有比率を与える.一方，耐久消費財
に煩犠可能性がある場合，方程式 (10)，すなわち Ao+ AIO<k + A20<~ + FA(O<k) = 0の解が保有比率を与える.家屋の調壊可
能性は家屋の保有比率を上昇させる.
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司0.02

-0.01 

-0.015 -0.04 

-0.02 

-0.025 -0.06 

-0.03 

-0.035 -O.OB 

f. = 0.7 f. = 0.8 f. = 0.9 

図2損壊率tがαkに及ぽす影響(地震強度入=1/300) 
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図3損壊率Eがαkに及ぽす影響(地震強度入=1/5ω 

(注) 図 2，図 3ともに曲線は方穏式 (10).横軸との交点が耐久消費財の患適保有比率 O<kを与える.損境率Eが大きい場合，
解が存在しない場合がある.
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4 結論

本論文では，耐久消費財の損壊可能性を考慮して Merton(1969， 1971， 1973)の消費投資問題を扱った.耐

久消費財が摩擦の無い市場で取引可能であることを仮定し，リスクホライズンを無限遠とした結果，解析解の

導出に成功した.これにより，耐久消費財の損壊可能性は，耐久消費財の保有量を上昇させることが分かった.

このとき，耐久消費財を保有することで生じる超過リスクをヘッジするために，リスク証券の最適な保有量は

減少することを示した.遺産を残さない投資家に対しては普遍性の高い結果である.また，最適戦略の存在可

能性についてある仮定をおいたが，その経済的意味を数値的に示した.これにより，保有家屋の損壊率がある

程度高い場合，最適解が存在しない可能性があることが分かった

本論文の課題および拡張可能性は大きく 2つある.一つは，耐久消費財の売買に関する取引コストの導入で

ある.耐久消費財として家屋を想定した場合，取引コストは無視できない.粘性解概念を用いた定式化が一般

的である.もう一つはリスクホライズンを有限満期とすることである.ある有限満期に遺産を残すことを前提

とした場合，家屋の資産としての役割が大きくなるため地震リスクが家屋の保有戦略に与える影響は本論文と

は異なる可能性がある.さらに，本論文では，地震保険に関する議論を行なわなかった.地震保険の需要は，

遺産関数に依存する可能性が高いからである.

最後に本研究の応用上の問題点に触れる.本モデルは，投資家本人の死亡および地震保険と住宅ローンの支

払いさらには無期限問題であることの複合的な要因から，耐久消費財への需要を過大に評価する可能性があ

るザ実務的にはさらなる拡張が必要である.

付録A 資産制約式と HJB方程式の導出過程

ジャンプ拡散過程における伊藤の補題を示しておく (Shreve(2004)定理 11ふ1参照).

定理 2(伊藤国 Doeblin公式)X(t)がジャンプ付き拡散過程に従うとき.X(t)の連続過程部分をXC(t)と
すると.2階微分可能な関数f(x)について

f引(X刻却X(t)肋tの))= f(伊X(O刷(卯例州0的州)リ)+t j'(X判(伊附X刻却州(いωs吟)加)μdαr州XC吋(s)H+ i Lft ffHぺ"(X句(X刈州(いωs吟)肘)μdα研州XC吋(s)川dαdXC吋市C(s)いω伸s吋伽)+~ε= [f(何X川却州(いωs吋)ト)ト一fパ(X刻(いトsト叶一ν

O<S~壬， t

が成立する.

注意 1多次元の場合は自然な拡張を考えればよい.Shreve (2004)定理11ふ4あるいは Oksendaland Sulem 

(2005)定理1.16を参照のこと.

注意 2ジ、ヤンプ付き拡散過程における伊藤の公式では，連続過程部分について従来の計算を行い，ジャンプ

項の影響として時刻 tまでのf(x)の総ジャンプを加える.ここで項f(X(s))-f(X(s-))が左連続な関数

r(s一)として表せる場合には微分形による表現

1 
df(X(t)) = j'(X(t))dXC(t) + ~!，， (X(t))dXC(t)dXC(t) + r(t一)dN(t) (21) 

が得られる.

時二人のレフリーからの指摘を再解釈した.
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A.l 資産制約式 (5)の導出

ジャンプによる耐久消費財の損壊は

K(t)P(t) -K(t一)P(t一)= -lK(t一)P(t一)= -lK(t一)P(t)

と表せるため左連続である.よって表現d(K(t)P(t))を用いることができ(注意 2).式 (4)から

dX(t) = -C(t)dt + d8o(t) + d8(t) + d(K(t)P(t)) = -C(t)dt + 80 (t)rdt + 8(t)dS(t) + d(K(t)P(t)) (22) 

を得る.また，補題1から

d(K(t)P(t)) = K(t)dP(t) + P(t)( -6 + >'l)dt + dP(t)( -6 +入l)dt-lK(tー)P(t)dN(t) (23) 

である.式 (23)に式 (2)および式 (3)を代入した後で，式 (22)に式 (1)および式 (23)を代入し，さらに

式 (4)に注意すると資産制約式 (5)を得る.

A.2 HJB方程式(9)の導出

式 (8)は次のように書き換えることができる.

pV(x，p) = sup ~ U(C(t)， K(t日+主EtfdV(x，p)l > 
SEA， t>O l a~ J J 

(24) 

発見的に式 (24)を導出する方法については Dixi色andPindyck (1994)， p.105を参照されたい.いま，定理2

および注意 1から

1 I . ¥θv 
dV(x，p) = ~ァー(c匂1ーβ?-1'+ (r(x -pk) + 8(μ-r) + (μpー伽トc)~: (x，p) 

I 1一γ 、
/¥δ2V θV 

+~(82σ~+内2()"~+28σsσPlkp)ーす(x，p)+μPP -，.: (仰)¥--.， • .-r -r  • ---U-' L'-r J 8x2 θp 

1_2 _2θ2V. I ¥θ2V θV f__¥ l 
十一σ"ppーす(x，p)+ (8σsσPl +σ~kp)p一一(x， p)+ >'lkp一 (x，p)}dt 2θp“ ¥--U-' L • -r'-r Jθzδp \-1 .r~ ， . '---"，-8x ，-Jr/ r 

+(V(x -lkp，p) -V(x，仰N(t)+α(x，仰 l(t)+ b(x，仰 2(t)

となる.ただし α(x，p)，b(x，p)の詳細は省略する.ここで式 (24)右辺の項去Et[dV(x，p)]のうち，連続部分

については拡散過程の定義*6からそのドリフトになること，またジャンプ項については

Et [( V(x -lkp， p) -V(x，仰N(t)]=入(V(x-lkp，p) -V(x，めa
とできることから， HJB方程式 (9)を得る.技術的条件を含めたより厳密な導出については Oksendaland 

Sulem (2005) Theorem 3.1あるいは Sennewald(2006) Theorem 3を参照するとよい.

付録 B 証明(定理 1)

ジャンプ頃の影響に注意しながら.Damgaard， Fuglsbjerg and Munk (2003)と同様に証明を行なう.以下

では，次元を縮小させるための補題を示した後にHJB方程式の解を示す.また，最後に横断条件を示す.

事6木島(1994)p.135参照.

-45-



補題 1価値関数V(x，p)は(x，p)に対してβ(1-γ)同次である.すなわち任意のゆ>0に対して

V(伽，仰)=が(1-")')V(x，p)

が成立する.

証明式 (5)より初期値(x，k)に対して，戦略(8，k，c)が許容されるとき，初期値(ゆx，ゆk)に対しては戦略

(ct8， k，ゆc)が許容される.また逆も成立する.ここで U(ゆc，k)=ゆβ(ト ")')U(c，k)より

V(伽，ctk)=が(1-")')V(X，k)が成立する.口

8.1 HJB方程式 (9)の解

補題 1より，V(x，p) = pβ(1-")')V(x/p，1)が成立するので，価値関数V(x，p)はy=x/pとすれば次元を縮

小するととができる.そこで
V(x，p)三 pβ(1-")')v(y)

として，以下ではり(y)を求める.

式 (25)をHJB方程式 (9)に代入するとり(y)に関する HJB方程式

一 I(♂k1ーβ)1-")' I 1 f al_. 1 ¥ 11 al_. 1 ¥ I 1 ¥ _2 '1.. _ ¥ '1 _1 
占tlvl一γ+~iβ(γ -1) ((s(γ-1) + 1)σ事-2μP)-2pい(y)

+{ -e -8k + k ((一桝β一叫+μP-r) 

+(μ-r+(一γβ+β一山小(附一 1)+時一μP+吋v'(y)
+~{同 +σ~ê2 + 2kσ向。-2 (叫+ωe)ν+σty2}♂(y) 

(25) 

+λ(り(y-fk) -v(山内)}] ~~ 

を得る.ただし，e=c/p，(}=8/pとした.

まず，新たなHJB方程式 (26)の解を

(U)=-Lαvy1-")' 
1-γ 

と仮定し，さらに最適制御が

e=αcY， 8 =αoY， k=αkY 

と表現できると仮定する.次に，式 (27)をHJB方程式 (26)に代入すると，式

fi♂k1ーβ)1-7-74f1/1
= SUp I ー αvy-")'-1~ ーγ (k2σ手 +σ~ê2 + 2kσsσp1e) 
O，ε-;. I 1一γl2'

¥---r ，-.，- '-"-U-'  4-
} 

+(e+k((β一附一件+8一μP+r) + (ーμ+r+(β一的-
1)l1Sl1P1)e)ν 

+~ ((β一。(β(-y-1)刊)ヰー叩-1)μP+r) -2凸)け
崎(門

を得る.
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未知係数αv，αc，α0，αhは最適制御e，e，kに関する 1階の条件および式 (29)から求める.まず1階の条件
から，次の3式

βe--Yβ+βー1k(β-1)("1-1)ー αvY--Y 0 

(μ-rー(1一γ)(1-s)σsσpdy-γσs(kσP1 +σse) 0 

川内(e>，y-Y+1p-Y+ (わ似γべ(←叫σJ.+勾叩σ作P円刈1
一(ρ1一s)kβ向-Yy-Y+刊1e♂β(1ト一7竹 o

を得る.これらを式 (28);を用いて整理すると

αv=αcβ(1-"1)ー1αk(βー1)("1-1)s (30) 

一μ-r+(s-(αk+β-1)γ-1)σsσP1 
(31) 

γσ3 

αc=L{Tー μP+o + (1-β)(1一件2+(μ-r)竺)
1-βlσs J 

2 ~ 2 入β.e r 1. ¥ --v . 1 
+.W~ 0"1 αZ+ 一一αk~(1一向)-"1ー1> (32) 1-β P2Uk T 1 _ sU/c1.. \~ - {，u/c) - ~ f 

を得る.さらに，式 (29) に対して式 (30)~式 (32) を代入して整理すると式 (10) を得る.以上で， αk ， αo ， ac ， av
を定めることができた.

次に戦略K(t)の許容可能性について調べる.式 (10)左辺を αkの方程式f(αk)とすると，仮定 1から

f(O) < 0， f(lj.e) > 0となるから 0<αk< 1j.eが満たされる.このとき，x -.epk = x -.eαk>Oとなり地
震発生直後に投資家が破産することは無い.

最後に， αcの符号について調べる.式 (32)は

( • 1 /• _.¥ _2¥2 入s.eαc-βA向 +st A2ー 5(1ー γ)σ叫 αk+亡百αk(l-.eak)--Y 

と書き換えるととができ，さらに式 (10)を用いると式

r... I l'-t ¥ 2 ョ λs.e ，. ¥1--v 1 
αc = -ß~Ao+ 一(1-γ)σ加わ一一αk(l 一向y--y

> l~-V'2\- "-'-"-""1_βj  

β入 β入t
+7{1一(ト仇)l--y}+亡 s

αk(l一向)1-"1

を得る.結局，仮定 2および0<αk< 1j.eから αc>Oが保証される.以上から得られた最適戦略は許容可
能戦略A(x，k，p)に属する.また (30)から αc> 0，αk>Oのときαv>Oである.

8.2 横断条件

Fleminng and Soner (1991)の定理5.1によると HJB方程式の解が横断条件を満たすとき， HJB方程式の

解は価値関数となる.最適制御 (15)を富の従う式 (5)に代入すると式

dX(t) ( ¥ 
一一一=(r(l一αk)+αo(μ-r) + (μP -o)αk -ac )dt 
X(t)¥ /  

を得る.このとき横断条件

+(α。σs+αkσpddωl(t)+αkσP2dω2(t) +入Eαkdt-.eαkdN(t) (33) 

Jim e-pTE[V(XT，PT)] = 0 
-1.--+00 

が満たされれば良い.関数(14)に対して式(33)と式(2)を用いて伊藤の補題を適用すると

EIV(XT，PT)l=-Lαvp-(lーβ)(1一九1--YecT
1-γ 

-47-



が得られる.ただし

とし，さらに

時(αk)=入{(1 -ic:¥!k)1-"Yー 1+ (1ー γ)O!kt}

c=時(αk)+ (1-仲(1ー αk)+州一r)+ (μP -d)αkー αc-jdd

-24αiーγαOO!kO"SO"P1+ ~(1 -s){ 1 + (1一仰一作Z
-(1 ー β)μp ー (1 ー β)(1 ー γ)α向σP1 ー (1 ー β)(1 一 γ)O!k O"~] 

とする.ここでEに式 (17)および式 (18)を代入し，さらに式 (10)を用いると

E-p=Ao+j(1ー件ん(1ー仇(αk)一(1ーγ)Fc(叫)+Fe(αk) 

となる.

いま，簡単な計算から 0<αhく 1ftのとき

FA(O) = 0， F~(αk) 壬 0 ，

Fe(O) = 0， F;(O) = 0， li.I!l..F;(αk) =一∞， F:'(αk) < 0 言、 "'k11ft、 、

が分かり，仮定 1の下ではFA(αk)< 0， Fe(αk) < 0である.また Oく αk< 1ftのとき明らかに Fc(αk)> 0 

である.結局. Ao+~(l 一 γ)σ弘α1 く O ならばと -p<O となる.これは，耐久消費財にジャンプ項が無い

場合の横断条件であり，すでに仮定 2として示した.よって本問題の横断条件は満たされた.
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